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4.3 Omoéwienie celu naukowego wyzej wymienionych prac i osiggnietych wy-
nikéw wraz z oméwieniem ich ewentualnego wykorzystania

4.3.1 Wstep

Metody zespolone w ogdlnej teorii wzglednosci

Od momentu sformutowania przez Alberta Einsteina w 1915 r. ogdlnej teorii wzglednosci
(OTW) poszukiwano metod rozwigzywania réwnan pola grawitacyjnego. Wiele z tych metod
opiera si¢ na analizie zespolonej. Przykladami sg: formalizm spinorowy [36,40], formalizm te-
trad zerowych [6] i formalizm twistoréw [37]. W pracy [60] znaleziono nowe rozwiazania réwnan
Maxwella droga zespolone] transformacji wspéirzednych. Metoda ta pozwolila potem na zna-
lezienie nowych czasoprzestrzeni ze znanych juz metryk [7,30]. E. Newman rozwazal zespolone
4-wymiarowe przestrzenie, ktérych metryki spetniaja prézniowe réwnania Einsteina i ktérych
samodualna (SD) albo antysamodualna (ASD) czes¢ tensora Weyla znika [31,32]. Przestrze-
nie takie nazwano przestrzeniami niebianiskimi (H-spaces). J.F. Plebanski pokazal [41], ze w
przestrzeniach niebiafiskich réwnania Einsteina redukujg si¢ do jednego réwnania na funkcje
holomorficzng czterech zmiennych, ktéra catkowicie determinuje metryke. Réwnanie to (nieli-
niowe réwnanie czastkowe drugiego rzedu) zostalo nazwane réwnaniem niebiafskim.

Zwrécono uwage na technike cieé rzeczywistych! przestrzeni zespolonych (szeroky klase me-
tryk otrzymano na drodze cigcia lorentzowskiego podwdéjnej metryki Kerra - Schilda). Ciecia
lorentzowskie przestrzeni zespolonych wydawaly sie by¢ doskonatych narzedziem do znajdywa-
nia nowych rozwigzan réwnan Einsteina i poSwigcono im wiele prac [43,45,54,56,62]. Szczegdlnie
ciekawa jest praca [56], w ktérej K. Rozga zanalizowal wlasnosci cigé rzeczywistych. Oczywidcie
technika cigé rzeczywistych przestrzeni zespolonych pozwala na znalezienie nie tylko przestrzeni
lorentzowskich, ale takze przestrzeni riemannowskich, wyposazonych w metryke o sygnaturze
(++++), oraz przestrzeni neutralnych (zwanych réwniez ultrahiperbolicznymi), wyposazonych
w metryke o sygnaturze (+ + ——).

Podstawowym wnioskiem sformulowanym w [56] by}l warunek konieczny istnienia ciecia lo-
rentzowskiego: SD i ASD czes¢ tensora Weyla musza by¢ tego samego typu Petrova - Penrosa?.
Przestrzenie niebiahskie sg zatem do$¢ ”"niewdzigcznym” obiektem do badania cieé lorentzow-
skich: jako przestrzenie typu [—] ® [any] lub [any] ® [—] dopuszczaja jedynie ciecia lorentzowskie
konforemnie plaskie.

Przestrzenie hiperniebianskie
Fundamentalny postep dokonal sie w 1976 roku, kiedy to J.F. Plebanski i I. Robinson
zdefiniowali uogdlnienie przestrzeni niebianskich, tzw.: przestrzenie hiperniebiazskie [46,47).

1Przez cigcie rzeczywiste przestrzeni zespolonej rozumiemy 4-wymiarows, rzeczywistg podrozmaitosé tej prze-
strzeni.

?W przestrzeniach zespolonych, neutralnych i riemannowskich SD i ASD czedé tensora Weyla sg od siebie
niezalezne, dopuszczane sg zatem ”mieszane” typy. W przestrzeniach zespolonych i neutralnych obie czeéci ten-
sora Weyla mogg by¢ dowolnego typu algebraicznego, pojawiajg si¢ zatem przestrzenie typu, np: [II] ® [N]. W
przestrzeniach riemannowskich SD i ASD czgé¢ tensora Weyla mogg by¢ jedynie typéw [I], [D] lub [—].
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Definicja 4.1. Przestrzeri hiperniebiariska® ze stalq kosmologiczng A (HH-space with A) to
4-wymiarowa zespolona przestrzer, wyposazona w holomorficzng metryke spelniajgcg prézniowe
réwnania Einsteina ze stalg kosmologicang i taka, ze SD (lub ASD) cze$é tensora Weyla jest
algebraicznie specjalna.

Przestrzenie hiperniebianskie sg zatem przestrzeniami typu [deg] ® [any] lub [any] ® [deg].
Przyjmujemy dla ustalenia uwagi, Zze zdegenerowana jest czeéé samodualna (SD) tensora Weyla.
Uzywamy takze skrétu przestrzent hiperniebianiska zamiast przestrzeri hiperniebiariska ze stalg
kosmologiczng. Niezwyklym wynikiem bylo wykazanie, ze - podobnie jak w przypadku prze-
strzeni niebiafskich - prézniowe réwnania Einsteina ze stala kosmologicznag w przestrzeniach
hiperniebianskich mozna zredukowaé do jednego nieliniowego réwnania czastkowego drugiego
rzedu na jedng funkcjg holomorficzng, ktéra catkowicie determinuje metryke.

Istnieja dwa typy przestrzeni hiperniebiafskich. Pierwszy typ to tzw: nieekspandujgce prze-
strzenie hiperniebianiskie. Metryka tych przestrzeni ma postaé

ds® = 2 (~dpdg + QB dgdgy), A, B =1,2 (Iv.1)

gdzie (q,4,pp) to wspéirzedne lokalne, a QAB wyraza si¢ wzorem

QAB = _@PAPB + gF(ApB) + gAPApB (Iv.2)
Holomorficzna funkcja © = ©(q,,pp) nazywa si¢ funkcja kluczows i spetnia nieekspandujace
réwnanie hiperniebianskie z A

1 A 2 B [y

5 Opipg Opaps + epAqA +F (@p/l 3P @pApB) + 15 (FAp ;)2 (IV.3)
10F,; i B A 1 45 i

t35 anp p +A(p Opi =0 - 2p'p @pApB) =N;ip" +7v

Funkcje F4, N4 i v to dowolne funkcje wsp6lrzednych ¢©. Sg one powigzane ze wspélczynnikami
SD krzywizny konforemnej [5, 16].

Drugi typ przestrzeni hiperniebiafskich to tzw: ekspandujace przestrzenie hiperniebiasiskie.
Metryka takich przestrzeni ma postaé

ds? = (¢T)-2{2T(dndw — dgdt) +2 (= 726 Wiy + ud® + %)dtz (IV.4)
+472 (W — ¢ Wg) dwdt + 272 (2 Wy — ¢ W) dwz}

Wspéirzedne (¢, 1, w, t) nazywane sg wspdlrzednymi Plebariskiego - Robinsona, - Finleya (wsp61-
rzgdne PRF). Funkcja W = W (¢, 7, w, t) réwniez nazywana jest funkcja kluczows. Spelnia ona
ekspandujgce réwnanie hiperniebianskie z A

7 (WogWeg — WigWng + 26 Wy Wy — 267 WyWay ) + 767 (W - W) — (IV.5)
— (a2 _ n _ A _1 1
M(¢ Wag — 3¢Wy + 3W) + o (e = pd) = 28T Woy = 236 — SV

Funkcje p, 2, v 1y to dowolne funkcje wspéirzednych (w,t). Podobnie jak w przypadku nieek-
spandujacym, wyrazajg si¢ przez nie wspétczynniki SD krzywizny konforemnej. 7 to niezerowa
stala.

Lorentzowskie cigcia przestrzeni hiperniebianskich zawieraja w sobie wszystkie prézniowe
analityczne rozwigzania algebraicznie specjalne. Fakt, ze réwnania Einsteina w przestrzeniach

3Poprzez analogie z nazewnictwem uzywanym w pracy [41], przestrzenie HH z A = 0 nazywa sie réwniez
silnymi przestrzeniami hiperniebiafskimi.
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hiperniebianskich zostaly zredukowane do jednego réwnania dawal nadzieje na progres bar-
dzo ambitnego programu badawczego zwanego programem Penrosa - Plebariskiego. Celem te-
go programu byto znalezienie ogdlnych technik otrzymywania cieé lorentzowskich przestrzeni
zespolonych. Niestety, do chwili obecnej takich technik nie znaleziono. Nawet przyklady cieé
lorentzowskich przestrzeni zespolonych dajace znane w OTW metryki nie sg liczne [4,21]. Kilka
z nich znaleziono w pracach [H3], [H4] i [HS].

W szczegélnosci, J.F. Plebaniski, J.D. Finley, M. Przanowski i inni chcieli wykorzystaé teorie
przestrzeni hiperniebiafiskich do znalezienia prézniowych rozwigzaf typu [N] z twistem®. Typ
[N] jest najbardziej zdegenerowany alegebraicznie ze wszystkich przestrzeni lorentzowskich nie-
konforemnie plaskich. Jest on niezwykle istotny w teorii fal grawitacyjnych, bowiem zgodnie z
tzw. Sachs peeling theorem promieniowanie grawitacyjne daleko od Zrédla powinno byé wia-
énie typu [N]. Wszystkie rozwigzania prézniowe typu [N] bez twistu zostaty znalezione jawnie
(pp-fale, klasa metryk Kundta), albo zredukowane do réwnania drugiego rzedu (klasa metryk
Robinsona - Trautmana). Tylko jedno rozwiazanie prézniowych réwnan Einsteina typu [N] z
twistem jest jawnie znane, jest to rozwigzanie Hausera [23,24]. Niestety, wszystkie znane préz-
niowe rozwigzania typu [N] zawieraja osobliwoéci, zatem zadne z nich nie moze byé modelem
fal grawitacyjnych. Mimo wielu réznych podejéé¢ po problemu (np: [13,14,19] oraz [P1] i [P9]),
wcigz jedynym znanym rozwigzaniem typu [N] z twistem pozostaje rozwiazanie Hausera.

Réwnania hiperniebafiskie (IV.3) i (IV.5) sa réwnaniami silnie nieliniowymi. Pozadane jest
zatem zbadanie sposobéw ich uproszczenia. Oczywista metods jest wyposazenie przestrzeni hi-
perniebianskich w symetrie definiowane przez wektory Killinga badZ wektory homotetyczne®.
Problemowi symetrii w przestrzeniach hiperniebianskich pos§wiecone sg w zasadzie jedynie dwie
prace [42,57]. Z kolei w pracach [15,17] rozwazano symetrie w przestrzeniach niebiafiskich.

Kongruencje strun zerowych

Przestrzenie hiperniebianskie sa wyposazone w niezwykle interesujaca strukture geometrycz-
ng: kongruencje strun zerowych (congruences of the null strings) [44]. Kongruencja (zwana, tez
foliacjg) strun zerowych to rodzina zespolonych 2-wymiarowych powierzchni, z ktérych kazda
jest calkowicie zerowa i catkowicie geodezyjna.

Rozwazmy 2-wymiarows dystrybucje D zdefiniowana w otwartym otoczeniu U € M ukla-

dem Pfaffa
. . et e2
mag®® =0, (%) =2 , A, B=1,2 (Iv.6)
el —ed
gdzie my4 to nigdzie nieznikajace pole 1-indeksowych spinoréw niekropkowanych, a (e!, €2, €3, e4)
to tetrada zerowa, czyli baza 1-form taka, ze metryka przyjmuje postaé ds? = 2ele? + 2e3¢?.
Dystrybucja D jest zatem rozpinana przez wektory {maaz,mabg}, aBbB # 0. Latwo widaé, ze

definiujac 2-forme ¥ réwnaniem ¥ := (m AgAi) A (mBgBi), przyjmuje ona postaé

Y = mampSAB (IV.7)
gdzie S4B to baza 2-form SD:
2e* A e? el Ne?2 +ed Aet
()= . (IV.8)
e Ne +e’Ne 2e’ Ne

Poniewaz ¥ jest 2-forma SD, méwimy, ze dystrybucja D jest SD. Dystrybucja ta jest catkowalna
w sensie Frobeniusa, jeéli spinor m 4 spelnia uklad réwnan

mAmBVAMmB =0 (Iv.9)

“Twist to jeden z parametréw opisujacych optyczne wlasnosci kongruencji zerowych geodezyjnych.

5Stosujemy tu nastgpujace nazewnictwo: wektor K, spelniajacy uklad réwnad V(aKp)y = X gap nazywamy
wektorem Killinga, jesli x = 0; wektorem homotetycznym, je$li x = const; wlasciwym wektorem homotetycznym,
jedli x = const # 0; wlasciwym wektorem konforemnym, jeéli x # const.
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Réwnania (IV.9) nazywane sg réwnaniami strun SD, czgsto méwimy réwniez, ze spinor my
generuje kongruencje strun SD, jeSli spelnia réwnania (IV.9). Struny zerowe to rozmaitoéci cal-
kowe dystrybucji D a rodzina takich rozmaitoéci catkowych tworzy kongruencje strun zerowych.
Kazda powierzchnia tej rodziny jest calkowicie zerowa i calkowicie geodezyjna. [Analogicznie
definiuje si¢ kongruencje strun ASD].
Wiasnosci strun zerowych zbadano w pracach [48,50,55]. W szczegblnosci, z réwnan (IV.9)
wynika zaleznosé
VAMmB=ZAMmB+ €4 My, (Iv.10)

gdzie Z,;; to wektor Sommersa, a M,, to ekspansja kongruencji SD strun. Ekspansja jest
najwazniejszg wiasnoscig kongruencji strun. Jesli M, = 0 kongruencje nazywamy nieekspan-
dujacg, jesli M), # 0, mamy doczynienia z kongruencja ekspandujaca. Jesli kongruencja jest
nieekspandujaca, oznacza to, ze dystrybucja D jest réwnolegle przenoszona, czyli pochodna
kowariantna Vy X € D dla kazdego wektora X € D i dla kazdego wektora Y.

Istnienie kongruencji SD (ASD) strun zerowych powiazane zostalo z algebraiczng degene-
racjag SD (ASD) czedci tensora Weyla. Méwi o tym zespolone twierdzenie Goldberga - Sach-
sa [44,52].

Twierdzenie 4.2 (Plebanski, Hacyan, [44]). W zespolonej przestrzeni Einsteina ponizsze stwier-
dzenia sg rownowazine

e przestrzer dopuszcza kongruencje SD strun zerowych generowanych przez spinor m*

e SD spinor Weyla jest algebraicznie zdegenerowany a m? jest wielokrotnym spinorem Pen-
rosa

Przestrzenie hiperniebiafiskie (nie)ekspandujace wyposazone sg w (nie)ekspandujacg kon-
gruencje strun zerowych. Zgodnie z zespolonym twierdzeniem Goldberga - Sachsa, iloéé réznych
kongruencji strun jest réwna iloSci wielokrotnych spinoréw Penrosa. Przestrzenie hiperniebian-
skie typéw [ILIILN] ® [any] majg zatem tylko jedng kongruencje strun SD, a typ [D] ® [any]
wyposazony jest w dwie kongruencje strun SD. Typ [D] ® [any] nie dopuszcza jednak istnienia
dwoch kongruencji SD strun, z ktérych jedna jest ekspandujaca, a druga nieekspandujaca [P4].
A zatem mozliwe typy Petrova - Penrosa dla przestrzeni hiperniebiafiskich to:

e [II]" ® [any], [D]"" ® [any] - przestrzenie hiperniebiahskie nieekspandujace z A #0
e [ITIL,N]" ® [any] - przestrzenie hiperniebiafiskie nieekspandujace z A = 0
o [ILIILN]®® [any], [D]* ® [any] - przestrzenie hiperniebiafiskie ekspandujace

Gorny indeks e oznacza, ze kongruencja strun SD jest ekspandujaca, a gorny indeks n oznacza
kongruencje nieekspandujaca. Jedli kongruencje sg dwie, uzywamy dwéch indekséw, nn lub ee.

W przestrzeniach niebianskich typu [—]® [any] jest nieskoficzenie wiele kongruencji SD strun
zerowych, przy czym jesli A = 0, wystepuja kongruencje zaré6wno ekspandujace, jak i nieekspan-
dujace, natomiast jesli A # 0, istnieja tylko ekspandujace kongruencje. W takim przypadku
zazwyczaj pomijamy gérny indeks, chyba, ze ktéra$ z nieskoficzonej liczby kongruencji jest w
pewien sposOb wyrdzniona i warto wskazac jej whasnosci (taka sytuacja wystepuje w pracy [H4]).

Przestrzenie neutralne

Nalezy wspomnie¢, ze calkowicie zerowe, rzeczywiste powierzchnie w matematyce znane
byly juz od lat pigédziesiatych w tzw: przestrzeniach Walkera (27,28, 61], niemniej formalizm
przestrzeni hiperniebianskich pozwolil na istotny postep w tej dziedzinie [P2]. O ile bowiem
znalezienie cigcia lorentzowskiego przestrzeni hiperniebianskiej jest zadaniem trudnym, o ty-
le znalezienie cigcia neutralnego jest stosunkowo proste. Wystarczy znalesé tetrade zerows,
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ktorej wszystkie elementy bazy mogg by¢ rozwazone jako rzeczywiste. W wiekszosci przypad-
kéw wystarczy jedynie zastapi¢ wspéirzedne zespolone wspéirzednymi rzeczywistymi, a funkcje
holomorficzne funkcjami rzeczywistymi analitycznymi. Przestrzenie hiperniebiafskie to zatem
uzyteczne narzedzie do badania neutralnych przestrzeni Einsteina.

Przestrzenie neutralne pojawity sig ostatnimi czasy w wielu zagadnieniach fizyki teoretycz-
nej. W pracy [22] rozwazano "ostre” wersje twierdzenia Goldberga - Sachsa. W pracach [33,34],
poswigconych dwém cialom toczacym sig¢ po sobie bez poslizgu i bez skrecenia pojawily sie
przestrzenie neutralne wyposazone w dwie rodziny kongruencji strun zerowych. W szczegél-
nosci nalezy wspomnie¢ o neutralnych przestrzeniach ASD. Przestrzenie takie pojawily sie w
geometrii Ossermana [1,2,20], rozwazano takze ASD przestrzenie wyposazone w wektory Killin-
ga [26], [P5], [P7]. W pracy [11] zanalizowano, jakie warunki konieczne i wystarczajace musza by¢
spetnione, aby 4-wymiarowe ASD przestrzenie byly lokalnie konforemne do przestrzeni Einste-
ina. Podsumowujac, rzeczywiste 4-wymiarowe przestrzenie neutralne ciesza sie coraz wiekszym
zainteresowaniem teoretykdw.

Rys autoreferatu

Monotematyczny cykl publikacji [H1] - [HS8], ktérego najwazniejsze wyniki opisze w dalszej
czgéci autoreferatu zwigzany jest z wykorzystaniem symetrii i kongruencji strun zerowych w
badaniach przestrzeni zespolonych i rzeczywistych.

Prace opublikowane przed uzyskaniem przeze mnie stopnia doktora [P1] - [P3] wykazaty
przydatnos¢ formalizmu przestrzeni hiperniebianskich. W [P1] znalezliémy przyklad przestrzeni
typu [N] ® [N] wyposazonej w kongruencje zerowych geodezyjnych z niezerowym twistem. Roz-
wiazanie to nie mialo co prawda cigcia lorentzowskiego, ale dawalo nadzieje na dalszy progres ba-
dan w tym kierunku. UstaliliSmy, ze dalszym krokiem powinno by¢ rozwazenie przestrzeni typu
[N]®[N] z symetrig definiowang przez wektor homotetyczny. W pracy [P2] formalizm nieekspan-
dujacych przestrzeni hiperniebiafiskich pozwolit na uzyskanie jawnych metryk 4-wymiarowych
przestrzeni Walkera i przestrzeni dwustronnie-walkerowskich. Z kolei w pracy [P3] gléwnym
wynikiem bylo uzyskanie jawnych metryk przestrzeni Ossermana, ktére nie byly jednoczesnie
przestrzeniami Walkera. W uzyskaniu metryk o takich wlasnosciach fundamentalna role pelnila
stata kosmologiczna.

Whnioski wynikajace z prac [P1] - [P3] sugerowaly zatem, ze warto dokonaé gruntownej ana-
lizy przestrzeni hiperniebianskich pod katem symetrii z niezerows stalg kosmologiczna. W 2009
roku sformutowalem plan pracy naukowej, ktérego gléwnym celem bylo uogélnienie rozwazan
zawartych w pracach [17,42,57] na przypadek niezerowej stalej kosmelogicznej i wlasciwych
symetrii konforemnych. Plan ten zrealizowalem w latach 2010-2013, efektem sa prace [H1] -
[H3]. Jednym z wnioskéw wyptywajacych z tych prac bylo zauwazenie zwigzku miedzy zero-
wymi wektorami homotetycznymi i kongruencjami strun zerowych®. Efektem jest praca [H4],
w ktorej zanalizowatem wszystkie zespolone i rzeczywiste przestrzenie Einsteina wyposazone w
zerowy wektor homotetyczny.

Wyniki prac spoza cyklu monotematycznego [P5] - [P6] utwierdzily mnie w przekonaniu,
jak wazng role pelni istnienie kongruencji strun zerowych w przestrzeniach zespolonych i rze-
czywistych. W 2015 roku sformulowalem zatem dalszy plan pracy naukowej, ktérego celem
byla analiza wplywu istnienia kongruencji strun zerowych na wlasnosci przestrzeni. Najpierw
wykorzystalem kongruencje strun zerowych jako narzedzie do znalezienia jawnych przykladéw
para-hermitowskich i para-kéhlerowskich przestrzeni Einsteina. Rezultaty opublikowane zostaty
w pracy [H6]. Rozwazajac z kolej kongruencje strun zerowych w zdegenerowanych algebraicz-
nie przestrzeniach nie bedacych przestrzeniami Einsteina (stabe przestrzenie hiperniebianskie)
zauwazylem, jak silny wplyw ma obecnoé¢ takich struktur na algebraiczne wlasnosci bezéla-
dowego tensora Ricciego. Dokonatem zatem klasyfikacji bez$ladowego tensora Ricciego -w 4-
wymiarowych przestrzeniach neutralnych [H5], a potem przedstawilem analize wplywu istnie-

6Pézniej okazalo sie, ze zwiazek ten byl juz znany, poréwnaj [12].
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nia kongruencji strun zerowych na tensor Ricciego [H7]. W ostatniej z prac [H8] zajatem sie
prézniowymi przestrzeniami typu [N] ® [N]. Rozwazania te zaowocowaty znalezieniem nowych
przykladéw cie¢ lorentzowskich metryk zespolonych.

4.3.2 Symetrie w przestrzeniach hiperniebiafiskich

Prace [H1] - [H2] podwiecone zostaly symetriom w nieekspandujacych przestrzeniach hi-
perniebianskich. Giéwnym celem tych prac bylo wypelnienie luk pozostawionych przez J.F.
Plebanskiego i J.D. Finleya w pracy [42], a zatem uogdlnienie rozwazaf na wiladciwe symetrie
konforemne i na przypadek z niezerows stala kosmologiczng.

Przypomnijmy, ze nieekspandujace przestrzenie hiperniebiafiskie z A # 0 sg typéw )" ®
[any] lub [D]"" ® [any]. Jesli stala kosmologiczna znika, nieekspandujace przestrzenie hipernie-
biafiskie sg typéw [IIIN]" & [any]. Uogélnienie rozwazan na niezerows stata kosmologiczng byto
zatem szczegolnie istotne, jako ze symetrie w przestrzeniach typu [II]” ® [any] i D™ ® [any]
nie byly w ogdle rozwazane przez J.F. Plebafskiego i wspéipracownikéw.

Pierwszym krokiem byto wykazanie, ze réwnania Killinga V(aKp) = Xgap moga zostaé zredu-
kowane do jednego réwnania. Réwnanie to nazwalem - podobnie jak autorzy pracy [42] - réwna-
niem master. W pracy [H1] rozwazalem rézne typy algebraiczne oddzielnie”, dzielac analize na
trzy subsekcje (4.1, 4.2 1 4.3), w ktérych badalem przestrzenie typéw [—] ® [any], [III,N]" ® [any]
i [ILLD]" ® [any]. Na szczegblng uwage zastuguja:

* Rezultaty osiagniete dla przestrzeni niebiafiskich typu [~] ® [any], gdzie rozwazania zo-
staly uogélnione na wiasciwe symetrie konforemne. Napotkalem tam ten sam ktopotliwy
szczegll, o ktérym wspominaja J.F. Plebanski i J.D. Finley w pracy [42): w réwnaniu ma-
ster pojawia si¢ calka pierwsza réwnania niebianiskiego, ktéra oznaczona, jest symbolem T.
Nalezy tu zaznaczy¢, ze w przypadku symetrii homotetycznych, wielkoéci T mozna sie po-
zby¢ sprytnym trickiem opisanym w pracy [17], ale dla wiasciwych symetrii konforemnych
taki chwyt nie dziala. Zdalem sobie wowczas sprawe, ze whasciwe symetrie konforemne w
przestrzeniach niebiafiskich wymagaja oddzielnego artykutu®.

* Rozwazania dla typéw [II]” ® [any] i [D]"™™ ® [any], ktére - poniewaz wymagaja A # 0 -
sg catkowicie oryginalne. Redukcja réwnan Killinga do réwnania master dla tych typéw
zostala przedstawiona w szczegblach (sekcja 6).

e Przyklad zanalizowany w sekcji 5, poswigcony najstabiej zdegenerowanej algebraicznie
przestrzeni hiperniebiaiskiej dopuszczajacej wiasciwy wektor konforemny, czyli przestrze-
ni typu [N]™ ® [N]". Istnienie wlasciwego wektora konforemnego implikuje istnienie zero-
wego wektora Killinga, ktérym jest pochodna kowariantna czynnika konforemnego, V.
Wiedzac to, rozwiazalem réwnanie master dla wlasciwego wektora konforemnego, réw-
nanie master dla zerowego wektora Killinga i réwnanie hiperniebianskie. Wynikiem jest
metryka (5.27)°. Nalezy dodaé, ze w przykladzie tym udalo sie znalezé jawna postaé
funkcji kluczowe]j generujacej te metryke - jest ona podana przez zaleznosé (5.26).

Zdajac sobie sprawe z nienaturalnego rozdzialu rozwazaf na résne typy algebraiczne, zajg-
lem si¢ problemem redukcji réwnan Killinga jeszcze raz, w pracy [H2]. Udowodnitem, ze kazdy
wektor Killinga, wektor homotetyczny lub wlasciwy wektor konforemny w nieekspandujacych
przestrzeniach hiperniebiaaskich typu [ILIILN]” ® [any] lub [D]"" ® [any] ma postaé

. 8 . 9sM .
K= 5Baq—B + <2XPB + -(,EPM -+ GB) %% (IVl].)

"Praca ta zawiera réwniez kilka bledéw drukarskich, ktére zostaly sprostowane w erracie zamieszczonej w
artykule [H3].

8Caztery lata pézniej wraz z M. Dobrskim poswigciliSmy tej tematyce pracg [P6).

9Metryka ta jest szczegdlnym przypadkiem metryki zespolonej pp-fali, ktéra byla rozwazana w pracy [H2].
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a réwnania Killinga mozna zredukowaé¢ do jednego réwnania master

85N 1 825 oL
£ @:29(3 ——.) = ——A pApBpC Iv.12
K X~ %) T GagBao P P P (Iv.12)
1 laeA A B A
+<§FAEB+56—Q'E>]) y4 +CAP +&

gdzie £k to pochodna Liego wzdluz pola wektorowego K, a funkcje 64, e, CA i ¢ to dowolne
funkcje wspbirzednych ¢™. Warunki catkowalnosci réwnan Killinga okreélane sg przez zaleznoéci
(2.19), (2.20) i (2.21) w pracy [H2).

Gtéwnym wynikiem pracy [H2] jest drobiazgowa klasyfikacja wektoréw Killinga w nieekspan-
dujacych przestrzeniach hiperniebiahskich. Zbadalem posta¢ wektoréw Killinga, rozwiazalem
réwnanie master w kazdym przypadku, znalazlem postaé spinoréw!® [ 45 il Ap 1 przedstawilem
postac zredukowanego nieekspandujacego réwnania hiperniebianskiego (wyniki te s zawarte w
sekcji 3). Udowodnitem, ze nieekspandujace przestrzenie hiperniebiafiskie dopuszczajg trzy typy

wektoréw Killinga, (qu, qiapi, 0 pi), oraz dwa typy wektoréw homotetycznych (aqi + 2X0p‘46p s

2x0p™0,,4)-

W subsekcji 3.6 rozwazylem klasyfikacje symetrii homotetycznych w przestrzeniach niebias-
skich. Klasyczne podejscie do tego problemu wyréznia trzy zasadnicze rodzaje takich symetrii,
w zaleznosci od wlasnoéci spinora lap:

o 4B 5 # 0 (poréwnaj [3,10])
o 4Bl p = 0 (poréwnaj [9])
e l4p =0 (poréwnaj [12]) - woéwczas wektor homotetyczny jest zerowy

Zaproponowane przez mnie podejécie do klasyfikacji wektor6w homotetycznych w przestrzeni
niebianskiej zaowocowalo wyréznieniem czterech typéw takich symetrii. Przypadek (4Bl 5 = 0
odpowiada typowi nazwanemu HHKI, przypadek l4p = 0 odpowiada typowi HHKIIIDb, ale
przypadek [4B1 45 # 0 rozszczepia sie na dwa podtypy, HHKII i HHKIIIa.

W pracy [H2] znalaziem wiele przykladéw nieekspandujacych przestrzeni hiperniebiafiskich
wyposazonych w symetrie. Szczegélnie ciekawe przyklady to:

e Metryka (4.4) bedaca ogdlna metryks dopuszczajaca zerowy wektor Killinga postaci X =
qlapi. Metryka ta jest typu [IILN, —]" ® [N, —]¢.

o Metryka (4.6) bedaca ogdlna metryks dopuszczajaca zerowy wektor Killinga postaci K =
9,1- Metryka ta jest typu [N, -]*® [N, —=]™ i w pézniejszych pracach zostala ona nazwana
zespolong pp-falg. Metryka ta dopuszcza bowiem rzeczywiste ciecie lorentzowskie, ktére
jest znang w OTW metryka prézniowej pp-fali typu [N]. W formalizmie przestrzeni hiper-
niebianskich funkcja kluczowa definiujaca pp-fale okreslana jest zaleznoscig (4.10). Jest to
zarazem pierwsze cigcie lorentzowskie metryki zespolonej, ktére udalo mi sie znalezé.

o Metryka (4.15), ktéra jest przykladem przestrzeni typu [N]"®[N]” wyposazonej w symetrie
zdefiniowana przez niezerowy wektor Killinga typu K = 8qi.

e Metryka (4.18), bedaca przykladem przestrzeni z A # 0 o doéé rzadko spotykanym typie
[IT]™ ® [N]°.

Praca [H3] poswiecona jest symetriom w ekspandujacych przestrzeniach hiperniebiafiskich.
Jej glownym celem bylo uogélnienie rozwazah A. Sonnleitner i J.D. Finleya z pracy [57] na

108pinory te sa proporcjonalne do SD i ASD czeéci 2-formy V[, Kp).

8 ﬁ o’k& W UL\V}\LJ’“—



przypadek niezerowej stalej kosmologicznej. Zwréémy uwage, ze ekspandujace przestrzenie hi-
perniebiafiskie w ogéle nie dopuszczaja wlasciwych wektoréw konforemnych. Udowodnilem, ze
kazdy wektor Killinga lub wektor homotetyczny w przestrzeniach typu [ILIILN]® ® [any] lub
[D]*¢ ® [any] ma postaé

0 0 0 0
=q— = - - 20, — Gy — - re) = )
K=agn+bg+bi=2x0)8 55+ ((2be = aw — 2x0)7 + bug re) 5 (IV.13)
a réwnania Killinga redukujg sie do réwnania master
b 3 A 3
LxkW = —(4x0 + 204 — 3b))W + 57_—271(#@5 - '3:) + a¢ (Iv.14)
1 9 9 1
+§ ( - b’ww¢ - bttn + (aww - 2bt’w)"7¢) + §(€w¢ + Etﬁ) + 5

gdzie funkcje b, €, a i B to dowolne funkcje wspétrzednych (w,t), natomiast a = a(w). Warunki
catkowalnosci rownan Killinga dawane sg przez zaleznosci (3.26a), oraz (3.35a) - (3.35¢).

Klasyfikacja symetrii przedstawiona jest w sekcji 4. Zanalizowalem postaé wektoréw Killinga
i wektoréw homotetycznych, oraz mozliwe redukcje réwnania hiperniebianskiego dla kazdego
typu symetrii i dla kazdego typu algebraicznego. Ekspandujace przestrzenie hiperniebianskie
dopuszczajg trzy typy wektoréw Killinga (8, 0, ), oraz trzy typy wektoréw homotetycznych
(0w — 2x0(¢05 + 1p), O — 2x0($04 + ndy), —2x0(¢0s + n0y)).

Najciekawsze przykiady podane w sekcji 5 dotycza:

* Przestrzeni typu [D]* ® [any] wyposazonej w symetrie (subsekcja 5.1).

o Metryki (5.23), bedacej ogdlna metryks dla typéw [III]¢ ® III)¢ oraz [N,-]°*® N, —]® 2
A # 0 wyposazonych w zerowy wektor Killinga, On. Z tej metryki mozna doéé tatwo uzy-
ska¢ przykiady punktowych i globalnych przestrzeni Ossermana nie bedacych jednoczesnie
przestrzeniami Walkera, wyposazonych w symetrie.

We wszystkich przykiadowych metrykach z prac [H2] - [H3] wyposazonych w zerowy wektor
homotetyczny, wektor ten okazal sig styczny do struny zerowej. Pojawia si¢ naturalne pytanie,
czy jest to przypadek, czy tez moze zawsze obecno$é zerowego wektora homotetycznego pocigga
za sobg istnienie kongruencji strun zerowych do ktérych jest on styczny? Postanowilem zatem
dokladniej zanalizowac przestrzenie hiperniebiafiskie i niebiafskie wyposazone w zerowy wektor
homotetyczny i po$wigcitem tej analizie prace [H4].

Okazalo sie, ze jesli zalozy si¢ istnienie zerowego wektora homotetycznego (ktéry zawsze da
si¢ zapisa¢ w postaci K 4 3 = mamy), to z warunkéw catkowalnoéci réwnan Killinga wynika, ze
spinory mg4 i m; generujg kongruencje odpowiednio SD i ASD strun zerowych. A zatem kazdy
zerowy wektor homotetyczny jest styczny do SD i ASD struny zerowej. Okazato sie pézniej, ze
wynik ten byl juz znany, przynajmniej w przestrzeniach ASD (poréwnaj [12]). Ogélna analiza
z [H4] doprowadzila do formut (2.31a)-(2.31f). Szczegdlnie ciekawa jest zaleznosé na. pochodng,
kowariantng zerowego wektora homotetycznego

VLKL =meMy €8P 1mPMP ¢, (IV.15)

gdzie spinory M4 i My to ekspansje kongruencji odpowiednio ASD i SD strun. Pochodna
kowariantna takiego wektora jest zatem determinowana przez catery pola spinorowe, m4, mg,
Mpyi M B

Nastepnie doszedlem do wniosku, ze zerowy i wlasciwie homotetyczny wektor jest dopusz-
czany jedynie przez przestrzenie typu [N, —]° ® [III, —|". Wykorzystujac formalizm przestrzeni
hiperniebianskich znalazltem ogélng metryke przestrzeni typu [III]" ® [N]¢ wyposazonej w zero-
wy i wlasciwie homotetyczny wektor - jest to metryka (4.6). W metryce tej pojawia sie funkcja
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trzech zmiennych, ktéra speinia réwnanie (4.5). Niestety, réwnania (4.5) nie udalo sie rozwia-
zaé. Nalezy wspomnie¢, ze przestrzen [III]” ® [N]° z zerowa wlaéciwa symetria homotetyczna
pojawila si¢ juz we wczesniejszych pracach [H2] i [H3], ale nie byla tam analizowana.

Jedyne niekonforemnie ptaskie przestrzenie niebianskie dopuszczajace wlaéciwie homotetycz-
ny wektor zerowy to przestrzenie typéw [N]° ® [—]" (metryka (4.9)) oraz [II]" ® [~]¢ (metryka
(4.14)). Sa to wyniki catkowicie oryginalne, zgodnie z moja wiedzg metryki przestrzeni nie-
biafiskich z wiasciwie homotetyczng symetrig zerowa wczedniej nie zostaly znalezione jawnie.
Metryka (4.14) jest ciekawa réwniez z innego powodu: nalezy ona do grupy metryk dwustronnie-
walkerowskich.

Znacznie wigeej klas metryk dopuszcza zerowy wektor Killinga. Sa to metryki przestrzeni
typow

(@) [N,-]*®[N,-]*, A=0
(#8) [MILN,-]"®[N,-], A=0
(¢49) [HI]° @ [III)%, [N, -1*® [N, )¢, A#0
() [II)°*® [IT]°, [D]** ® [D]*¢, A dowolna

Wiele metryk dopuszczajacych zerowy wektor Killinga pojawito si¢ w poprzednich pracach,
np. metryki (¢) i (é¢) podano wczeéniej w [H2], a (#4¢) w [H3]. Przypomnijmy, ze (i) dopuszcza
cigcie lorentzowskie, ktérym jest pp-fala. Szczegblowa analiza dowiodla, ze przestrzenie (44)
i (4i) nie dopuszczajg cigé lorentzowskich. W przypadku (i¢) powodem nieistnienia takiego
cigcia sg rézne wlasnosci kongruencji strun SD i ASD (pierwsza jest nieekspandujaca, a druga.
ekspandujaca). Przypadek (ii¢) jest jednak subtelniejszy. Oba warunki konieczne istnienia cieé
lorentzowskich sg tam spetnione: SD i ASD spinor Weyla sg tego samego typu Petrova - Penrosa
oraz obie kongruencje strun maja te same wlasnosci (obie sa ekspandujace). Wiemy jednak, ze
ciecia lorentzowskie takich przestrzeni nie istnieja, bo musialyby to byé przestrzenie Einsteina
typu [III] lub [N] z A # 0 i zerowym wektorem Killinga. Metryki takie nie istnieja w OTW.

Metryka klasy (iv), czyli typ [II]* ® [I[]* z A # 0 zostala doprowadzona do postaci (5.5).
Zalezy ona od funkcji W (¢, w,t), ktéra to funkcja spelnia réwnanie (5.6). Ogélne rozwiazanie
réwnania (5.6) jest nieznane, nie udato mi si¢ réwniez znalezé transformacji wspélrzednych,
ktéra doprowadzitaby metryke (5.5) do postaci odpowiedniej do odtworzenia ciecia lorentzow-
skiego (wiem, ze takie cigcie istnieje [58]). Udowodnilem natomiast, ze jedyna mozliwa redukcja
algebraiczna to typ [D]*® ® [D]*¢, ktérego rozwiazaniem jest W = 0 i opisywany jest on przez
metryke (5.18).

Cigcie lorentzowskie udalo si¢ jednak znalezé w przypadku typu [II]¢ ® [I1]® z A = 0. Znala-
zlem transformacje wspéirzednych, ktéra doprowadza metryke takiego typu do postaci

ds? = =2z du(dv + Mdu) + 272 (dz? £ dy?) (IV.16)
gdzie funkcja M = M (z,y, u) spelnia réwnanie Eulera - Poissona - Darboux
TMee £ xMyy + My =0 (IV.17)

Jesli w (IV.16) i (IV.17) potraktowaé wspéirzedne jako rzeczywiste a funkcje M jako funkcje
rzeczywista analityczna, gérne znaki odpowiadaja za ciecie lorentzowskie (czyli typ [II] z A = 0
i zerowym wektorem Killinga), a znaki dolne za cigcie neutralne!!. Jest to drugi znaleziony
przeze mnie przyklad cigcia lorentzowskiego metryki zespolone;j.

4.3.3 Para-hermitowskie i para-kihlerowskie przestrzenie Einsteina

W pracy [P4], wraz z M. Przanowskim i S. Formanskim zanalizowaliémy zespolone para-
hermitowskie przestrzenie Einsteina.

"'Wprawdzie znaleziona w pracy [H4] transformacja (5.13) prowadzi jedynie do cigcia lorenzowskiego, ale jej

1
niewielka modyfikacja: zamiana wspélrzednej ¢ zgodnie z réwnaniem % = ( —i) 3 (z +vy) daje ciecie neutralne.
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Definicja 4.3. Zespolona 4-wymiarowa przestrzer para-hermitowska to przestrzen wyposazona
w niezdegenerowang, holomorficang metryke, takg, ze dla kazdego punktu p istnieje otoczenie
U C M i zespolone wspéirzedne {24, 2P} takie, ze

ds? = 2fAdeAdzB, det(f,p) #0 (IV.18)

gdzie f 45 to funkcje holomorficzne'?.

Przestrzenie para-hermitowskie sa wyposazone w dwie rézne kongruencje strun zerowych
SD badz ASD. W ogélnosci obie kongruencje s ekspandujace, ale jesli obie sg nieekspandu-
jace, wéwczas istnieje funkcja f taka, ze f, 5 = 82f/024025. Przestrzenie takie nazywaja sie
para-kédhlerowskie. Z zespolonego twierdzenia Goldberga - Sachsa wynika, ze para-hermitowskie
przestrzenie Einsteina to przestrzenie typu [D]**®[any], a para-kahlerowskie przestrzenie Einste-
ina to przestrzenie typu [D]"" ® [any]. Jednym z wazniejszych wynikéw pracy [P4] byla redukcja
réwnah pola dla przestrzeni typu [D]*® ® [any] do jednego réwnania (5.13).

W pracach [33, 34] neutralne przestrzenie Einsteina z A # 0 pelnily wazng role. Zdecydo-
walem si¢ zatem wykorzysta¢ wyniki pracy [P4] i formalizm przestrzeni hiperniebianskich do
znalezienia jawnych metryk zespolonych i neutralnych przestrzeni para-hermitowskich i para-
kéhlerowskich i poSwigcilem temu zagadnieniu prace [H6). Dobralem tetrade zerowa w taki
sposob, ze pierwsza kongruencja strun SD rozpinana byla przez wektory (8, 03), a druga kon-
gruencja strun zerowych SD - przez wektory (8;, d4). Jest jednak jasne, ze obecnosé nawet dwéch
réznych kongruencji strun SD to zbyt malo, aby uzyskaé ogélne rozwigzania. Zalozylem zatem
istnienie dodatkowej kongruencji strun ASD (co réwnowazne bylo algebraicznej degeneracji ASD
spinora Weyla). Do wyboru sa wéwczas dwie drogi:

1. Wykorzystaé réwnanie hiperniebiafiskie badZ réwnanie (5.13) z pracy [P4]; wéwczas jednak
nie mozna tak dobraé tetrady zerowej, aby kongruencja strun ASD rozpinana byla przez
wektory (01, 04), przynajmniej w ogélnoéci.

2. Dobral tetradg zerowa tak, aby kongruencja strun ASD byla rozpinana przez wektory
(01, 04); wowezas nalezy rozwiazywaé réwnania Einsteina od poczatku, jako ze ani réw-
nanie hiperniebiafiskie, ani réwnanie (5.13) z pracy [P4] nie sa stuszne, przynajmniej w
ogdlnosci.

Zdecydowalem si¢ na znaczace uproszczenie problemu, wybierajac obie drogi réwnoczeénie, tzn:
pracowatem z réwnaniem hiperniebiafiskim lub réwnaniem (5.13) z pracy [P4], ale jednoczeénie
zalozylem, ze kongruencja strun ASD rozpinana jest przez wektory (61,084). To uproszczenie
pozwolito na uzyskanie wielu przykladéw jawnych metryk para-kahlerowskich przestrzeni Ein-
steina (ktére istnieja jedynie gdy A # 0) oraz para-hermitowskich przestrzeni Einsteina (dla
ktérych A moze by¢ dowolna, choé skupilem sie raczej na przypadku z A # 0). Uzyskane roz-
wigzania zebrano w Tabelach 1 i 2. Uwagi:

e Typ [D]"" @ [II]" rozwiazalem poZniej z zachowaniem catkowitej ogélnodei, wynik ten
zostal opublikowany w pracy [P8] pozostajacej poza cyklem monotematycznym.
e Metryka (5.13) opisujaca typ [D]™" ® [D]™" jest ogdlnym rozwiazaniem para-kihlerowskiej

Jjednorodnej przestrzeni Einsteina, poréwnaj [35]. Jest to jednoczesnie ogélne rozwigzanie
typu [D]"" ® [D]"™", co udato mi sie udowodni¢ pézniej i dowodu tego faktu nie ma w [He).

e Typy [D]** ® [III]" i [D]*® ® [N]" istnieja jedynie dla A = 0.

o Wszystkie znalezione metryki typu [D]*® ® [D]™" nie dopuszczaja cigcia lorentzowskiego i
jest to pierwszy znany mi przypadek znalezienia metryk zespolonych, ktérych SD i ASD
spinor Weyla sa typu [D], a ktére nie dopuszczajg cigcia lorentzowskiego.

12Zwréémy uwage, ze jesli wspélrzedne z4 i 2 5 bedziemy rozwazaé jako rzeczywiste, dostaniemy przestrzen
neutralng, a jesli z; = Z4, to dostaniemy przestrzei z metryks o sygnaturze (+ 4 ++).
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Typ Przyklady

D] & [1] brak przykladéw
D™ ® [II]® brak przykladéw
D]  []™ (5.11)
[D]™ ® [D]*¢ | po zamianie orientacji (3.43) z Sp =01 (3.47) z So =0
[D]** @ [D]™" (5.13)
[D]™ @ [III]® (5.16)
[D]"" ® [III)™ nie istnieje
[D]"" ® [N]° (5.16) z f = foz
[D** ® [N]™ nie istnieje

Tabela 1: Metryki para-kéhlerowskie znalezione w pracy [H6].

4.3.4 Kongruencje strun zerowych w stabych przestrzeniach hiperniebiariskich

Wiyniki pracy [H6] pokazuja, jak wazna geometryczng struktura sg kongruencje strun zero-
wych w przestrzeniach hiperniebiafiskich. To zwrécito mojg uwage na prace [50], gdzie analizo-
wano przypadek przestrzeni para-kdhlerowskiej nie bedacej przestrzenia Einsteina. Intrygujacy
(choé mato znany) rezultat zostal przedstawiony w pracy [55], gdzie znaleziono ogélng metryke
przestrzeni dopuszczajgcej trzy rézne kongruencje SD strun zerowych. Oczywiécie przestrzen
taka nie moze by¢ przestrzenig Einsteina, takie bowiem dopuszczaja co najwyzej dwie rézne
kongruencje SD strun zerowych. Zastanowilo mnie, czy istnienie kongruencji strun zerowych
ma jaki§ wplyw na bezéladowy tensor Ricciego?

Szybko stato si¢ jasne, ze pierwszym krokiem powinno byé sklasyfikowanie bez§ladowego
tensora Ricciego w 4-wymiarowych przestrzeniach o sygnaturze neutralnej. Klasyfikacja taka
w przypadku lorentzowskim zostata przedstawiona w klasycznej pracy [39] (troche inne podej-
§cie zaprezentowano w [25,38]), a klasyfikacji w przypadku zespolonym po$wiecono prace [51].
Klasyfikacji w przypadku neutralnym po$wiecitem prace [H5].

Skupilem si¢ na algebraicznych wlasnoéciach macierzy (C%) bezsladowego tensora Ricciego
i uzylem nastepujacych kryteriéw:

e iloé¢ i rodzaj wektoréw wiasnych (przestrzenno-podobne, czasowo-podobne, zerowe)!

e iloé¢ i rodzaj wartosci wlasnych wielomianu charakterystycznego (zespolone lub rzeczywi-
ste, pojedyncze, podwdjne, potréjne lub poczwoérne)

e postaé wielomianu minimalnego
e typ Petrova-Penrosa spinoréw Plebanskiegol!4

Wyréznitem 9 gléwnych typéw i az 33 podtypy bez§ladowego tensora Ricciego w przestrzeniach
neutralnych. Tak duza ilo$¢ podtypéw przekonata mnie, ze warto odej$é od eleganckiej i mi-
nimalistycznej konwencji symboli przypisywanych do poszczegdlnych typéw, stosowanej przez

13W przestrzeni o sygnaturze (++ ——) zdefiniowalem wektory przestrzenno-podobne i czasowo-podobne ana-
logicznie, jak sa one definiowane w przestrzeni lorentzowskiej: jesli V*V, > 0 wektor jest przestrzenno-podobny,
a jesli V°V, < 0 - czasowo-podobny.

" Spinory Plebatiskiego sq zdefiniowane, jak nastepuje: Vasep = 4Cup™"Cuoymn, Vizep =
4Cynea zCMN &) gdzie C, e to spinorowy obraz bezéladowego tensora Ricciego.
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Typ Przyktady

Dl ® [T brak przykladéw
D¢ ® [I1]¢ | (3.31)z f#0, (3.35) z f, # 0
[D]*¢ ® [1I]™ 8.31)z f=0

[D]*e ® [D]°® | (3.43) 2 So # 01 (3.47) z Sg # 0
[D]e¢ ® [D]™" | (3.43) 2 Sp =01 (3.47) z So = 0

[D]°¢ ® [III]® (3.57)
[D]*e ® [II1]™ (3.61)
[D]e¢ ® [N]® brak przykladéw
[D]¢¢ ® [N]™ brak przykladéw

Tabela 2: Metryki para-hermitowskie znalezione w pracy [H6].

J.F. Plebafiskiego i M. Przanowskiego w [39,51] na rzecz symbolu bardzie; skomplikowanego, z
ktérego jednak od razu da sig odczyta¢ wiasnoéci (C%). Zaproponowalem symbol

[A51®[Bx] [ BT — naE3* — ~Nargz)
gdzie

e [A;] i [Bi] to typy Petrova - Penrosa niekropkowanego i kropkowanego spinora Pleban-
skiego. (Spinory Plebanskiego sg symetryczne we wszystkich czterech indeksach, mozna
Je zatem klasyfikowa¢ doktadnie tak, jak klasyfikuje si¢ SD i ASD spinor Weyla. Przypo-
mnijmy, ze W przestrzeniach neutralnych jest az 10 takich typéw, poréwnaj, np: [22])

e v to iloé¢ wektoréw wilasnych
® (q1go...) opisuje postaé wielomianu minimalnego

e E to rézne wartosci wlasne, E; = {Z, R} (Z - zespolone, R - rzeczywiste), indeks gérny
a; = {n, s,t,ns,nt, nst} oznacza rodzaj odpowiadajacego danej wartosci wlasnej rzeczy-
wistego wektora wlasnego, (n - zerowy, s - przestrzenno-podobny, ¢ - czasowo-podobny,
ns - zerowy lub przestrzenno-podobny, nt - zerowy lub czasowo-podobny, nst - dowolny)

e n; to wielokrotnosci wartoséci wlasnych

W pracy [H5] rozwazylem kryteria odrézniajace poszczegélne typy, naszkicowatem diagramy
degeneracji poszczegblnych typéw, w koficu znalazlem kanoniczne postacie (C%) dla kazdego
typu. Znajgc klasyfikacje bezéladowego tensora Ricciego w przestrzeniach neutralnych mozna
bylo wréci¢ do problemu powiazania wiasnosci kongruencji strun zerowych z wlasnoéciami tego
tensora.

W pracy [H7] rozwazalem przestrzenie wyposazone w jedna, dwie, trzy i cztery kongruencje
SD strun zerowych. Z warunkéw catkowalnoéci réwnani strun SD latwo mozna wywnioskowaé
dwa fakty:

1. jesli spinor my4 generuje kongruencje SD strun zerowych, to spinor ten jest niekropkowa-
nym spinorem Penrosa (Twierdzenie 3.3 w [H7])

2. jesli spinor m4 generuje nieekspandujaca kongruencje SD strun zerowych, to spinor ten
Jest wielokrotnym niekropkowanym spinorem Penrosa (Twierdzenie 3.4 w [H7])

s Ao Chudech



Jesli zatem rozwazymy przestrzeh wyposazong w co najmniej jedng nieekspandujacg kon-
gruencje strun SD, nalezy ona do waznej klasy slabych przestrzeni hiperniebiariskich (patrz np.
[P2)).

-

Definicja 4.4. Staba przestrzeri hiperniebiariska to 4-wymiarowa zespolona przestrzer, wyposa-
Zona w holomorficzng metryke, spetniajgca nastepujgce warunki

(i) 8D spinor Weyla jest algebraicznie specjalny i spinor ma jest wielokrotnym spinorem
Penrosa

1 rzestrzen, dopuszcza kongruencje SD strun zerowych generowang przez spinor ma
p P

Oczywiscie w przestrzeniach Einsteina (i) <= (i¢) (wynika to z zespolonego twierdzenia
Goldberga - Sachsa).
Najciekawsze rezultaty z pracy [H7] to:

o Powigzanie dopuszczanych typéw algebraicznych SD spinora Weyla z istnieniem kongru-
encji SD strun zerowych o réznych wlasnoéciach (Tabele I, IV, V i VII). Cze$é¢ z tych
wynikéw byta juz wczeéniej znana, a cze$é (sekcja V) jest oryginalna.

e Wykazanie, ze jesli przestrzeh dopuszcza dwie kongruencje SD strun zerowych, to ich eks-
pansje, wektor Sommersa i pochodne kowariantne tych obiektéw wyznaczaja bezéladowy
tensor Ricciego (formuly (4.7a)-(4.7¢)).

o Okreslenie, jakie algebraiczne typy bezsladowego tensora Ricciego sa dopuszczane przez
przestrzen wyposazona w jedng nieekspandujacg kongruencje SD strun zerowych (Tabela
IT). Warto tu zwréci¢ uwage na wykrycie niezwykle subtelnej réznicy w typach (2)[4N)4
i @)[4N)} opisanych wczeéniej w [50]. W typie P[4N]5 oba zerowe wektory wlasne bez-
§ladowego tensora Ricciego sg styczne do struny zerowej, podczas gdy w typie (2) [AN1S
styczny jest tylko jeden z nich.

e Okreslenie, jakie algebraiczne typy tensora Ricciego sg dopuszczane przez przestrzen wy-
posazong w dwie nieekspandujace kongruencje SD strun zerowych (Tabela VI).

e Wyspecyfikowanie metryki uzyskanej przez I. Robinsona i K. Rézge w pracy [55], opisu-
jace] przestrzen wyposazong w trzy rézne ekspandujace kongruencje strun zerowych na
przypadek dwéch strun ekspandujacych i jednej nieekspandujacej (Twierdzenie 5.3).

Praca [H7) zawiera jeszcze jeden ciekawy rezultat $ciéle zwiazany z kongruencjami SD strun
zerowych, ale wychodzacy poza slabe przestrzenie hiperniebiafiskie. W subsekcji V.C rozwa-
zalem przestrzeni wyposazong w cztery rézne kongruencje SD strun zerowych (jest to mozliwe
jedynie dla przestrzeni typu [I] ® [any] w przypadku przestrzeni zespolonych i przestrzeni typu
[I-] ® [any] w przypadku przestrzeni rzeczywistych neutralnych, przy czym wszystkie kongruen-
cje strun muszg by¢ ekspandujace). W Twierdzeniu 5.4 przedstawilem sposéb podejscia do tego
problemu, sprowadzajac go do uktadu trzech réwnan na cztery funkcje. Ukladu tego jednak nie

udato sie rozwigzaél®.

4.3.5 Przestrzenie typu [N] ® [N]

Problem prézniowych réwnan Einsteina typu [N] z twistem jest jednym z nierozwiazanych
probleméw OTW. Wraz z M. Przanowskim zajmowali$my si¢ tym problemem w pracach [P1]
oraz [P9], wykorzystujac formalizm przestrzeni hiperniebiafiskich typu [N]¢ ® [N]¢. Podejscie
to nie pozwolilo nam jednak na uzyskanie jawnych rozwigzan. Po pierwsze: réwnania pola dla

15Wydaje mi sig, ze problem przestrzeni wyposazonych w cztery kongruencje SD strun zerowych da sig rozwig-
zaé jawnie, ale wymaga on innego podejscia. Jest to jeden z najwazniejszych probleméw, do ktérych zamierzam
w przysztoséci powrdcid.
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przestrzeni typu [N]® ® [N]° z twistem sa bardzo skomplikowane. Po drugie: wciaz nie znamy
ogdlnej techniki znajdywania cie¢ lorentzowskich przestrzeni zespolonych. Nawet, gdyby udalo
sig znalez¢ jawne rozwiazanie réwnan pola (lub choéby zredukowadé problem do réwnania réz-
niczkowego drugiego rzedu), staneliby$my przed problemem znalezienia cigcia lorentzowskiego.
Fakt, ze SD i ASD spinory Weyla sa tego samego typu algebraicznego, a kongruencje SD i ASD
strun zerowych majg te same wlasnosci, nie sg gwarantem istnienia cigcia lorentzowskiego. Opi-
salem juz przestrzenie spelniajace te warunki i nie posiadajace cigcia lorentzowskiego (patrz
strona 10).

Nalezy zatem szczegétowo zbadaé zespolone przestrzenie ktérych SD i ASD spinory Wey-
la sg typu [N] i sprébowaé odtworzyé z nich rozwigzania lorentzowskie typu [N] w nadaziei, ze
dzigki temu uda sig sformulowaé jakies ogélne wnioski dotyczace cie¢ lorentzowskich. Ponadto,
w pracy [P9] znalezliSmy niezwykle ciekawg metryke typu [N]¢ ® [N]* wyposazong w kongruen-
cje zerowych geodezyjnych z twistem i dopuszczajaca dwa wektory homotetyczne. Naturalnym
uogélnieniem pracy [P9] byloby zanalizowanie tego samego typu bez zadnych symetrii i spraw-
dzenie, jak zachowuja si¢ dla tego typu réwnania pola. Tym zagadnieniom pos$wigcilem prace
[H8].

Pierwszym krokiem w [H8] bylo zalozenie istnienia kongruencji SD i ASD strun zerowych
1 powigzanie ich wlasnosci z wlasnosciami wzajemnego przeciecia. Przecigcie kongruencji SD i
ASD strun zerowych daje kongruencje zerowych geodezyjnych. Zdefiniowalem zespolong ekspan-
sje 8, zespolony twist o i zespolony shear s tak samo, jak definiuje sie te wielkosci w przestrze-
niach lorentzowskich (zaleznosci (3.6)). Potem rozwazylem kongruencje zerowych geodezyjnych
w parametryzacji afinicznej i znalazlem zaleznodé miedzy 6 i g a ekspansjami kongruencji strun
zerowych

6 ~ maM* +m ; MA (IV.19)

QNmAMA—mAMA

gdzie m 4 to spinor generujacy kongruencje strun SD z ekspansjg okreslang przez M i amy to
spinor generujacy kongruencje ASD strun z ekspansjg dang przez M.

Kazdg przestrzefi typu [N] ® [N] mozna klasyfikowaé wykorzystujac wiasnodci kongruencji
strun, a jako subklasyfikacji mozna uzy¢ wlasnoéci ich przeciecia, czyli kongruencji zerowych
geodezyjnych. Dla przestrzeni Einsteina z A = 0 typu [N] ® [N] jest dokladnie 6 réznych pod-
typéw (patrz Tabela 3). Symbol [++] oznacza, ze kongruencja zerowych geodezyjnych jest
ekspandujaca i twistujaca, [+—] oznacza kongruencje ekspandujaca ale bez twistu, [—+] to kon-
gruencja bez ekspansji, ale z twistem, a [——] oznacza kongruencje bez ekspansji i bez twistu.
W przypadku przestrzeni nie bedacych przestrzeniami Einsteina pojawia si¢ jeszcze jeden typ
{INJ® ® [N]°, [-+]}, ktéry dla przestrzeni Einsteina z A = 0 jest wykluczony przez réwnanie
Raychaudhuriego.

Nastepnie znalaztem funkcje kluczowa dla kazdego typu i wstawitem ja w ekspandujace réw-
nanie hiperniebianskie. Réwnanie to udalo si¢ rozwigzan catkowicie lub doprowadzi¢ do réwna-
nia czastkowego drugiego rzedu. Zbadatem réwniez symetrie we wszystkich typach, dopuszczajac
najpierw jeden, a potem dwa wektory homotetyczne. Najcickawsze z nowych wynikéw to:

* Znalezenie cigcia lorentzowskiego typu {[N]® ® [N]°,[—~]}, ktérym okazala sie byé kla-
sa metryk znana jako prézniowa klasa Kundta typu [N] (subsekcja 5.1). Jest to trzeci
przyklad cigcia lorentzowskiego metryki zespolone; znaleziony przeze mnie.

e Wykazanie, ze zespolona pp-fala to typ {[N]" ® [N]*, [~—]} a zespolona klasa Kundta to
typ {[N]° ® [N]¢, [~~]}. Na poziomie metryk lorentzowskich obie te przestrzenie Wyposa-
zone sa w kongruencje zerowych geodezyjnych bez ekspansji i bez twistu, ale pp-fale maja
zerowy wektor Killinga, ktéry nie wystepuje w klasie Kundta. Na poziomie kompleksy-
fikacji réznica miedzy tymi przestrzeniami jest jeszcze bardziej transparentna: zespolone
pp-fale majg obie kongruencje strun zerowych nieekspandujace, a zespolona klasa Kundta
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Typ W pracy [H8] rozwazane w:
{IN]*® [N]™, [--]} sekcji 4
{[N]® ® [N]™, [-=1} sekcji 6
{[N]* ® [N]", [+-+]} sekeji 8
{[N]* ® [N]¢, [-=]} sekcji 5
{N]° ® [N]°, [+-]} sekeji 7
{[N]* ® [N]¢, [++]} nie rozwazane

Tabela 3: Mozliwe typy przestrzeni [N] ® [N].

ma je obie ekspandujace, w obu przypadkach przecinaja si¢ one jednak wzdtuz kongruencji
zespolonych zerowych geodezyjnych nieekspandujacych i bez twistu.

Znalezienie cigcia lorentzowskiego typu {[N|°®[N]¢, [+—]} ktérym okazala sie byé préznio-
wa klasa metryk Robinsona - Trautmana (subsekcja 7.1). Jest to czwarty przyklad ciecia
lorentzowskiego metryki zespolonej znaleziony przeze mnie.

Zupelnie nowa klasa metryk typu {[N]®® [N]", [-—]} dopuszczajacych jedynie ciecia neu-
tralne'® (sekcja 6).

Zupelnie nowa klasa metryk typu {[N]®*® [N]”, [++]} dopuszczajacych jedynie ciecia neu-
tralne (sekcja 8) i wyposazonych w kongruencje zerowych geodezyjnych z twistem. Réwna-
nia pola dajg si¢ w tym przypadku zredukowaé do jednego réwnania. Jest to réwnanie (8.4)
w przypadku braku symetrii i réwnanie (8.9) w przypadku jednej symetrii. Przypadek z
dwiema symetriami by} rozwazany w pracy [P9].

4.3.6 Podsumowanie monotematycznego cyklu publikacji

Monotematyczy cykl publikacji ktérego szczegbélowe wyniki opisalem w sekcjach 4.3.2-4.3.5,
opiera si¢ na o$miu pracach [H1] - [H8] opublikowanych w latach 2010-2018. Prace te po$wiecone
sg badaniom symetrii i geometrii strun zerowych w silnych i stabych przestrzeniach hipernie-
bianskich. Za najwazniejsze wyniki cyklu uznaje:

Szczegdtowy analize wektoréw Killinga, wektoréw homotetycznych i wiaéciwych wektoréw
konforemnych w przestrzeniach hiperniebianskich ([H1], [H2], [H3], [H4]).

Klasyfikacje bez§ladowego tensora Ricciego w 4-wymiarowych przestrzeniach neutralnych
([H5)).

Przyktady metryk para-hermitowskich i para-kéhlerowskich przestrzeni Einsteina, z kt6-
rych wiele - zgodnie z moja wiedzg - jest najogélniejszymi rozwigzaniami takich przestrzeni
o okreslonych typach algebraicznych ([H6)).

Powigzanie wlasnosci geometrycznych kongruencji strun zerowych z wlasnoéciami bezéla-
dowego tensora Ricciego ([HT7]).

Szczegblowa analiza przestrzeni, ktérych SD i ASD cze$¢ tensora Weyla jest typu [N]

([H8]).

1657czegélna klasa metryk tego typu dopuszczajacych zerowy wektor Killinga byta rozwazana wezesniej w [H4].
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e Znalezienie czterech przykladéw cieé¢ lorentzowskich przestrzeni zespolonych. Trzy z tych
przyktadéw dotyczg przestrzeni Einsteina typu [N] ([H2], [H8]), a jeden przestrzeni Ein-
steina typu [II] ([H4]).

5 Omowienie pozostalych osiggnieé naukowo - badawczych

5.1 Pozostale publikacje

[P1] Chudecki A. i Przanowski M., 2008, A simple example of type-[N] ® [N] HH-spaces ad-
mitting twisting null geodesic congruence, Classical and Quantum Gravity 25, 055010

[P2] Chudecki A. i Przanowski M., 2008, From hyperheavenly spaces to Walker and Osserman
spaces: I, Classical and Quantum Gravity 25, 145010

[P3] Chudecki A. i Przanowski M., 2008, From hyperheavenly spaces to Walker and Osserman
spaces: II, Classical and Quantum Gravity 25, 235019

[P4] Przanowski M., Formaiiski S. i Chudecki A., 2012, Notes on para-Hermite-Einstein spa-
cetimes, International Journal of Geometric Methods in Modern Physics, Vol. 9, No. 1,
1250008

[P5] Chudecki A. i Przanowski M., 2013, Killing Symmetries in H spaces with A, Journal of
Mathematical Physics 54, 102503

[P6] Chudecki A. i Dobrski M., 2014, Proper conformal symmetries in self-dual Einstein spaces,
Journal of Mathematical Physics 55, 082502

[P7] Chudecki A., 2016, All complex and real ASD Einstein spaces with A admitting nonnull
Killing vector, International Journal of Geometric Methods in Modern Physics, Vol. 13,
No. 2, 1650011
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5.2 Prace [P1], [P9]

Prace [P1] oraz [P9)] to prace po§wigcone zespolonym przestrzeniom ktérych SD i ASD czesé
tensora Weyla jest typu [N] i ktére wyposazone sa w kongruencje SD i ASD strun zerowych
ktérych przeciecie wyznacza kongruencje zerowych geodezyjnych z twistem. W notacji Zapro-
ponowanej w [H8] przestrzenie takie oznaczane sa symbolem {|N]¢ ® [NJe, [++]}. To wlasnie
poéréd cigé lorentzowskich takich przestrzeni nalezy szukaé rzeczywistych lorentzowskich prze-
strzeni typu [N] z twistem.

W pracy [P1] wykorzystaliSmy postaé funkeji kluczowej dla ekspandujacej przestrzeni hi-
perniebianskiej znaleziong w [49]. Funkcje kluczows wstawiliémy w ekspandujace réwnanic hi-
perniebiafiskie uzyskujac ogélne réwnanie dla przestrzeni typu [deg] ® [deg] - jest to réwnanie
(3.2). (Podobng droge zaproponowano w [13,19]). Nastepnie réwnanie (3.2) zostalo wyspecyfi-
kowane dla przestrzeni typu [N] ® [N] (réwnanie (3.4)), ktére analizowalidmy dla szczegdlnego
przypadku. Efektem bylo uzyskanie ciekawego przykladu (metryka (4.15)). Przestrzen z tego
przykladu wyposazona jest w kongruencje zerowych geodezyjnych z twistem, ale nie posiada,
niestety, ciecia lorentzowskiego. Nalezy ona jednak do klasy przestrzeni Walkera, co zasuge-
rowalo wykorzystanie formalizmu przestrzeni hiperniebiafiskich w badaniu takich przestrzeni
(pos$wiecona temu zostala praca [P2]).
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Formalizm przestrzeni hiperniebianskich w celu znalezienia rozwigzan typu [N] ® [N] z twi-
stem wykorzystaliémy jeszcze raz, w pracy [P9]. Pierwszym krokiem bylo znalezienie funkcji
kluczowej dla przestrzeni typu [N] ® [N] w postaci nieco innej niz ta zaproponowana przez J.F.
Plebanskiego i G.F. Torresa del Castillo w [49]. Wykorzystujac inne wspélrzedne niz wspél-
rzedne uzyte w [13,19], znalezliémy funkcje kluczowa w postaci (3.12). Ekspandujace réwnanie
hiperniebianskie dalo uklad trzech réwnan (3.21) na dwie funkcje trzech zmiennych!”. Stopiefi
skomplikowania tego uktadu réwnah potwierdzit wnioski wyciagniete w pracy [P1]: analiza prze-
strzeni typu [N] ® [N] z twistem bez jakiejkolwiek symetrii jest zadaniem bardzo trudnym, jesli
nie beznadziejnym. Zdecydowaliémy sie zatem wyposazy¢ przestrzeh w dwie symetrie homo-
tetyczne. UdowodniliSmy, ze wektor Killinga moze byé zawsze doprowadzony do postaci 8y, a
wektor homotetyczny - do postaci w0, + t0; + (1 — 2x0)(¢0p + ndy).

Rozwigzujac uklad réwnah (3.21) mozna zauwazyé, ze naturalnie rozpada sie on na dwa
przypadki. Przypadek ogélny doprowadzil do metryki (6.6), a réwnania pola zredukowatly sie
do niezwykle skomplikowanego réwnania rézniczkowego zwyczajnego, piagtego rzedu, silnie nieli-
niowego - jest to réwnanie (6.17). Niestety, nie udalo si¢ zredukowaé tego réwnania, ani znalezé
zadnego specjalnego rozwigzania, ani nawet odtworzy¢ rozwiazania Hausera. Udowodniono jed-
nak, ze zagadnienie prézniowych przestrzeni typu [N] ® [N} z twistem i dwiema symetriami ma
zawsze rozwigzanie, dla dowolnych warunkéw poczatkowych i dla dowolnej wartosci parametru
homotetycznego xo, oraz dla metryk o sygnaturze lorentzowskiej i neutralnej. Opisane podej-
$cie jest rowniez pewnym postgpem w stosunku do podejécia zaproponowanego w [14], gdzie nie
udalo sie uzyskaé redukcji problemu do jednego réwnania.

O ile przypadek ogélny jest niezwykle skomplikowany, przypadek szczegélny daje sie rozwia-
zaé catkowicie. Efektem jest metryka (5.17) zalezna od funkcji jednej zmiennej U (h), spetniajacej
réwnanie (5.18) z rozwigzaniem danym szeregiem (5.16). Podobiefistwo réwnania (5.18) do réw-
nania wystgpujacego w rozwigzaniu Hausera jest uderzajace. W rozwigzaniu Hausera parametr
homotetyczny ma ustalong wartos¢, natomiast w réwnaniu (5.18) jest on dowolny. Szczegbélowa
analiza wskazala jednak, ze przestrzen dawana metryks (5.17) jest wyposazona w nieekspandu-
jaca kongruencje ASD strun zerowych, a zatem nie dopuszcza ciecia lorentzowskiego. W notacji
z pracy [H8] jest to przestrzefi typu {[N]¢ ® [N]™, [++]}18.

5.3 Praca [P2]

Praca [P2] po$wiecona jest wykorzystaniu formalizmu przestrzeni hiperniebiahskich w bada-
niu geometrii przestrzeni Walkera. Przestrzefi Walkera zdefiniowana jest jako tréjka (M, g, D),
gdzie M to n-wymiarowa gladka rozmaitosé, g to metryka pseudo-Riemannowska oraz D to
r-wymiarowa, catkowicie zerowa i réwnolegle przenoszona dystrybucja [8,27,61]. W [P2] skon-
centrowano sie na przypadkun =4ir = 2.

Najpierw wykazaliSmy zwigzek miedzy przestrzeniami hiperniebiafiskimi a przestrzeniami
Walkera. ZdefiniowaliSmy slabg przestrzeri hiperniebianisks (patrz Definicja 4.4 na stronie 14) i
znalezliémy jej metryke (3.4), a nastepnie wykazaliSmy, ze kazda slaba, rzeczywista przestrzen
hiperniebianska jest konforemnie réwnowazna przestrzeni Walkera. Nastepnie w zwartym forma-
lizmie spinorowym znalezliSmy metryki dla samodualnych przestrzeni Walkera i samodualnych
przestrzeni Einsteina-Walkera. Szczegélnie ciekawym byl przypadek samodualnej przestrzeni
Einsteina-Walkera z A = 0: w tym przypadku otrzymano ukiad réwnan (4.31) (znaleziony
wezesniej w [8]), ktérego rozwiazanie nie bylo znane.

Kolejnym krokiem bylo rozwazenie przestrzeni wyposazonych w dwie réwnolegle przeno-
szone dystrybucje, jedng samodualng i drugg antysamodualng. Zdefiniowaliémy w ten sposéb
przestrzenn dwustronnie-walkerowsks (two-sided Walker space). Znalezliémy jej ogdlng metryke
(Twierdzenie 5.1) i wykorzystaliSmy wyniki do rozwigzania ukladu réwnan (4.31). W ten sposéb

1"Ten nadokreslony uklad réwnah jest obecnie intensywnie analizowany w przypadku ogdlnym i w przypadku
jednej symetrii homotetyczne;j.
8Przyklad z pracy [P1] jest szczegélnym przypadkiem metryki (5.17) z pracy [P9)].
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otrzymano jawnie metryke samodualnej przestrzeni Einsteina~-Walkera z A = 0.

5.4 Praca [P3]

Praca [P3] jest chyba najbardziej transparentnym przykladem wykorzystania formalizmu
przestrzeni hiperniebiafiskich jako narzedzia do rozwigzania pewnych geometrycznych proble-
méw rozmaitosci rzeczywistych. Jest ona poswiecona punktowym i globalnym przestrzeniom
Ossermana i Jordana-Ossermana. W pierwszym kroku wykazaliémy zwigzek miedzy takimi prze-
strzeniami a przestrzeniami hiperniebiafiskimi. Fundamentalne twierdzenie [1] méwi, ze prze-
strzen jest punktowa przestrzeniag Ossermana wtedy i tylko wtedy, gdy jest samodualng (lub
anty-samodualng) przestrzenia Einsteina, jest zatem przestrzenia typu [any]®[—] lub [-]® [any].

Gl6wny nacisk potozony zostal na zdegenerowane algebraicznie punktowe przestrzenie Osser-
mana, wyposazone w ekspandujace kongruencje strun, czyli przestrzenie typu [deg]® ® [—]e.
Przestrzenie takie wymagaly niezerowe] stalej kosmologicznej'?, a ich metryki zostaly znale-
zione jawnie (Twierdzenie 3.1). Nalezy wspomnieé, ze byl to pierwszy przypadek znalezienia
jawnych metryk przestrzeni Ossermana, ktére nie byly jednoczes$nie przestrzeniami Walkera.
Znaleziono réwniez metryki dla globalnych przestrzeni Ossermana, oraz punktowych i global-
nych przestrzeni Jordana - Ossermana.

5.5 Praca [P4]

Praca [P4] po$wigcona jest zespolonym, para-hermitowskim przestrzeniom Einsteina. Oma-
wiane sg w niej sposoby redukcji prézniowych réwnai Einsteina ze stalg kosmologiczna dla prze-
strzeni para-hermitowskich. Poniewaz przestrzenie para-hermitowskie wyposazone sa w dwie
rézne kongruencje SD (lub ASD) strun zerowych, jedyne mozliwe typy takich przestrzeni to
[any] ® [D, —] (orientacja zostala dobrana tak, ze obie kongruencje strun sa ASD). W kazdym
przypadku prézniowe réwnania Einsteina zostaly zredukowane do pojedynczego réwnania. W
najbardziej ogblnym przypadku przestrzeni [any] ® [D]® z A # 0 réwnania pola zostaly zreduko-
wane do réwnania (5.13), ktérego analiza stala si¢ potem fundamentem pracy [H6]. Ciekawym
rezultatem jest réwniez fakt, Ze jesli para-hermitowska przestrzeil Einsteina ma jedng kongru-
encjg ASD strun ekspandujacs, a druga nieekspandujaca, to ASD cze$é¢ tensora Weyla musi
znikac i przestrzen automatycznie redukuje si¢ do przestrzeni niebiafiskiej typu [any] ® [—].

5.6 Prace [P5], [PT7]

Prace [P5] i [P7] zostaly po$wiecone zespolonym przestrzeniom ASD ze stalg kosmologiczng
1 dodatkows symetria, definiowang przez wektor Killinga. Problem ten w przestrzeniach rzeczy-
wistych o sygnaturze (+ + ++) by} rozpatrywany w pracach [53,59] (w przestrzeniach takich
istnieja, oczywiscie, jedynie niezerowe wektory Killinga). W [53] znaleziono dwie, na pozdr rézne
postacie wektora Killinga dopuszczanego przez przestrzenie ASD ze stala kosmologiczna, potem
w [59] dowiedziono, ze te dwa wektory Killinga sa w istocie tym samym obiektem. W przestrze-
ni rzeczywistej o sygnaturze neutralnej problem niezerowych wektoréw Killinga byt rozwazany
w [26].

Pierwszym krokiem pracy [P5] byto udowodnienie, ze ASD przestrzen Einsteina ze stals
kosmologiczna dopuszcza jedynie wektory Killinga, a nastepnie zredukowanie réwnaf Killinga
do jednego réwnania master - jest to réwnanie (3.16). Réwnanie to jest jednak niezwykle niewy-
godne, zawiera bowiem calke pierwsza réwnania niebianskiego ze stalg kosmologiczng. Wielkosé
ta, oznaczona w pracy [P5] symbolem T wyraza sig przez funkcje kluczowa W w tak skompliko-
wany sposob, ze réwnanie master nie roécito nadziei na rozwiazanie. Na szczescie okazalo sie, ze

'®Przypadek przestrzeni hiperniebianskich typu [deg]® ® [~] z A = 0 zostal rozwiazany w pracy [18].
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poprzez odpowiedni dobér kongruencji SD strun zerowych funkcje T mozna usunaé z réwnania
master?0.

Dobér odpowiedniej kongruencji strun zerowych SD okazal sig zatem kluczowy w rozpatry-
wanym problemie. Dzigki wyborowi odpowiedniej kongruencji znaleziono metryke przestrzeni
niebianskiej ze stala kosmologiczng dopuszczajaca zerowy wektor Killinga - jest to metryka
(4.22). Metryka ta, rozpatrywana jako rzeczywista z sygnaturg neutralng jest zarazem ogdlnag,
metryka 4-wymiarowe] globalne]j przestrzeni Ossermana z niezerowym skalarem krzywizny do-
puszczajaca zerowy wektor Killinga?!. Przypadek z niezerowym wektorem Killinga okazal sie
znacznie trudniejszy, wykazaliSmy jednak, ze w takim przypadku réwnania pola redukuja sie
- tak, jak w przypadku przestrzeni rzeczywistych o sygnaturach (+ + ++) i (++ —-) - do
réwnania Boyera-Finleya-Plebariskiego (BFP) (zwanego réwniez réwnaniem pola Tody).

Do tematyki niezerowych wektoréw Killinga w przestrzeniach niebiafiskich ze stalg kosmo-
logiczng wrécilem w pracy [P7]. Celem bylo szczegblowe przeanalizowanie transformacji, ktéra
‘prowadzi od formalizmu przestrzeni niebiafiskich zapisanych we wspéirzednych PRF (metryka
(2.30)) do wspétrzednych zaproponowanych przez LeBruna w [29] i wykorzystywanych we wcze-
$niejszych pracach [26,59] (metryka (2.34)). Oprécz takiej analizy udalo si¢ odtworzy¢ wszyst-
kie cigcia rzeczywiste metryki (2.34) i udowodnié twierdzenie (Twierdzenie 2.1) ogélniejsze, niz
twierdzenie z pracy [P5].

5.7 Praca [P6]

Wiasciwe symetrie konforemne sg symetriami rzadkimi wéréd przestrzeni Einsteina w tym
sensie, ze w przypadku lorentzowskich przestrzeni niekonforemnie plaskich dopuszczane sg je-
dynie przez najprostrza z metryk opisujaca typ [N] - metryke pp-fal. W pracy [H1] rozwazono
przypadek zespolony dopuszczajacy taka symetrie, czyli przestrzen typu {[N]"® [N]™, [-—1} (jej
cigciem lorentzowskim jest oczywiscie pp-fala). Posréd przestrzeni niebianskich wlasciwe syme-
trie konforemne dopuszczane sg jedynie przez przestrzenie typu [N]* ® [~]. Takim symetriom
po$wieciliémy prace [P6].

WykazaliSmy istnienie dwéch zasadniczo réznych rodzajéw wlasciwych symetrii konforem-
nych w przestrzeniach typu [N]” ® [-]. Zanalizowaliémy réznice miedzy nimi na poziomie geo-
metrycznym i algebraicznym. Réznica geometryczna jest silnie zwigzana z wlasnoéciami kon-
gruencji ASD strun zerowych. Przestrzen typu [N]™ ® [—] jest wyposazona w nieskoficzong iloéé
takich kongruencji, ale dwie sposréd nich sg wyréznione (to kongruencje definiowane przez réw-
nania (2.18a)-(2.18b)). Jesli obie te kongruencje sg ekspandujace, mamy do czynienia z bardziej
skomplikowang klasa wilasciwych symetrii konforemnych (w pracy [P6] okre§lamy taks klase
jako Class II). Jedli jednak jedna z tych kongruencji jest nieekspandujaca, mamy do czynienia z
klasg prostrza (Class I). Algebraiczna réznica jest oczywista: w przypadku symetrii nalezacych
do pierwszej klasy, rownania Einsteina zostaty zredukowane do réwnania rézniczkowego czastko-
wego pierwszego rzedu, ktoére zostalo rozwiazane z zachowaniem pelnej ogélnoséei (wynikiem jest
metryka (2.23) z rozwiazaniem danym przez (3.2)). Druga klasa symetrii pozwala na redukcje
réwnan pola do réwnania czastkowego drugiego rzgdu (réwnanie (2.26) ze stala ag # 0), ktérego
ogdlne rozwigzanie jest nieznane. Udalo si¢ jednak przedstawié¢ spos6b konstrukcji rozwiazania
na podstawie znajomosci jedynego niezerowego wspélczynnika krzywizny C(1). Jako przyklad
jawnej metryki dopuszczajace]j tego typu symetrie podano metryke (4.10).

5.8 Praca [P8]

Praca [P8] zawiera gléwnie najwazniejsze rezultaty opublikowane pézniej w pracy [H7].
Jeden z wynikéw jest jednak oryginalny i bardzo ciekawy (opublikowany jest, jak na razie, tylko

20Ciekawym faktem jest, ze przed podobnym problemem w przestrzeniach niebiafiskich z A = 0 staneli J.D.
Finley i J.F. Plebanski w pracy [17]. W pracy tej jednak udalo si¢ obejéé problem wykorzystujac tzw. komple-
mentarna kongruencj¢ strun zerowych. W przestrzeniach niebianskich z A 3 0 takie podejécie nie dziala.

*!Ta sama metryka zostala znaleziona niezaleznie przez M. Dunajskiego i P. Toda w [11].
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w [P8]). To ogblna metryka przestrzeni dopuszczajacej dwie kongruencje nieekspandujacych
SD strun zerowych i jedna kongruencje nieekspandujacych ASD strun zerowych (3.7). Metryka
ta okrefla zatem przestrzen typu [D]*" ® [II]". Przestrzef taka nalezy jednoczeénie do klasy
przestrzeni dwustronnie-walkerowskich i para-kahlerowskich. Przypadek przestrzeni Einsteina
typu [D]"" ®[II]" réwniez zostal catkowicie rozwigzany, jest to metryka (3.8), w ktérej pojawiaja
sie cztery dowolne funkcje dwéch zmiennych??. -

5.9 Podsumowanie i perspektywy

Efektem mojej pracy naukowej podjetej w 2002 roku w zespole Fizyki Teoretycznej pod
kierunkiem prof. dr hab. Macieja Przanowskiego jest 17 opublikowanych prac. Trzy z tych prac
([P1] - [P3]) zostaly opublikowane przed uzyskaniem przeze mnie stopnia doktora nauk fizycz-
nych (rok 2009). W pracach opublikowanych w latach 2010-2018 zajmowalem si¢ symetriami
w przestrzeniach hiperniebiafiskich, geometrig kongruencji strun zerowych, zwigzkiem miedzy
symetriami i tg geometria, geometria przestrzeni wyposazonych w dwie rézne kongruencje strun
zerowych i metodami redukeji réwnan pola w przestrzeniach Einsteina.

Moje badania pozwolily znalezé odpowiedzi na zagadnienia nierozwigzane przez twércéw
teorii przestrzeni hiperniebiafskich: J.F. Plebafiskiego i I. Robinsona, oraz ich wspolpracow-
nikéw (J.D. Finleya, C.P. Boyera, S. Hacyana, M. Przanowskiego i innych). W miedzyczasie
natrafilem i zdefiniowalem kilka innych probleméw, ktérymi zamierzam zajaé sie w przysztosci.
Najciekawsze z nich to:

¢ Analiza réwnan Einsteina dla przestrzeni hiperniebiafiskiej typu {[N]*®[N]¢, [++]} z jedna
symetrig homotetyczng i bez Zadnych symetrii (program realizowany wspélnie z prof. dr
hab. M. Przanowskim):

e Jawne rozwigzania para-hermitowskich przestrzeni Einsteina typéw [D]¢ ® [N]* (takie
istnieja jedynie gdy A = 0) oraz [D]*® ® [N]*, nie udato mi sie bowiem uzyskaé takich
przykiadéw w pracy [H6]. Z kolei para-kéhlerowska przestrzef Einsteina typu [D]"" ® [N]e
(istnieje jedynie dla A # 0) powinna daé sie rozwigzaé z zachowaniem pelnej ogblnosci.

* Przyklady dwustronnie-walkerowskich i dwustronnie-prawie-walkerowskich przestrzeni Ein-
steina ze szczegdlnym uwzglednieniem wiasnosci kongruencji zerowych geodezyjnych po-
wstajacych jako przecigcia kongruencji SD i ASD strun zerowych (praca gotowa jest w

70%).

e Subklasyfikacja kongruencji strun zerowych. Klasyfikacja kongruencji strun zerowych jest
obecnie do$¢ "uboga”, rozrézniamy bowiem jedynie kongruencje ekspandujace i nieekspan-
dujace. Powstaje pytanie, czy wilasnodci wektora Sommersa moga zostaé wykorzystane
jako dodatkowe kryterium klasyfikacji kongruencji strun zerowych.

e Jawne rozwigzanie przestrzeni typu [I]°**® ® [any] (podejécie przedstawione w [H7] jest
niewatpliwie niezadowalajace) i przestrzen typu [ ® [I)°°°*, w sygnaturze neutralnej i
lorentzowskiej. W przypadku lorentzowskim przestrzeh taka jest przestrzenia wyposazo-
ng w cztery rézne kongruencje zerowych geodezyjnych bez $cinania. Oczywistym faktem
wynikajacym z twierdzenia Goldberga - Sachsa jest, ze przestrzen taka (o ile nie jest konfo-
remnie plaska), moze by¢ jedynie algebraicznie ogélna (typ [I]) i nie moze byé przestrzenig
Einsteina. Jakie mozliwe typy bezéladowego tensora Ricciego sa przez nig dopuszczane?

22Te dwie metryki to tylko niektére z przykladéw przestrzeni dwustronnie-walkerowskich i dwustronnie-prawie-
walkerowskich (przestrzenie prawie-walkerowskie (sesqui-Walker spaces) zostaly zdefiniowane w pracy [28]). Prace
nad takimi przestrzeniami sa obecnie kontynuowane i stanowig jeden z gléwnych nurtéw moich zainteresowar
naukowych.
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Istnienie kongruencji strun zerowych i formalizm przestrzeni hiperniebiahskich pozwolily na
rozwigzanie wielu zagadniefi geometrycznych i zdefiniowanie wielu nowych. Najbardziej trans-
parentne wyniki dotyczg rzeczywistych przestrzeni neutralnych, niemniej nalezy podkreslié, ze
wcigz gléwnym celem naszych badaf sa techniki znajdywania cieé lorentzowskich przestrzeni
zespolonych. Mamy nadzieje, ze dalsze drobiazgowe studia nad geometria kongruencji strun ze-
rowych i ich przecig¢ pozwola na znalezienie nowych prézniowych i algebraicznie specjalnych
rozwigzan rownan Einsteina.
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